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Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R→ R òàêèå, ÷òî

f([x]y) = f(x)[f(y)]

äëÿ âñåõ x, y ∈ R. (×åðåç [z] îáîçíà÷àåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå z.)

Çàäà÷à 2. Òî÷êà I � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, à Γ � îêðóæíîñòü,
îïèñàííàÿ îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðÿìàÿ AI ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Γ â òî÷êàõ A è D.
Òî÷êà E âûáðàíà íà äóãå BDC, à òî÷êà F � íà ñòîðîíå BC òàê, ÷òî

∠BAF = ∠CAE < 1
2
∠BAC.

Òî÷êà G � ñåðåäèíà îòðåçêà IF . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DG è EI ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæà-
ùåé íà îêðóæíîñòè Γ.

Çàäà÷à 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå
ôóíêöèè g : N→ N òàêèå, ÷òî ÷èñëî

(
g(m) + n

)(
m+ g(n)

)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì ïðè ëþáûõ m,n ∈ N.
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Çàäà÷à 4. Ïóñòü P � òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìûå AP , BP è CP âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü Γ, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, â òî÷êàõ K, L è M ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè Γ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó C, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB â
òî÷êå S. Èçâåñòíî, ÷òî SC = SP . Äîêàæèòå, ÷òî MK = ML.

Çàäà÷à 5. Â êàæäîé èç øåñòè êîðîáîê B1, B2, B3, B4, B5, B6 èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ ðîâíî ïî
îäíîé ìîíåòå. Ðàçðåøàåòñÿ ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

Òèï 1: Âûáðàòü ëþáóþ íåïóñòóþ êîðîáêó Bj, ãäå 1 ≤ j ≤ 5, óáðàòü èç íåå îäíó ìîíåòó,
è äîáàâèòü äâå ìîíåòû â êîðîáêó Bj+1.

Òèï 2: Âûáðàòü ëþáóþ íåïóñòóþ êîðîáêó Bk, ãäå 1 ≤ k ≤ 4, óáðàòü èç íåå îäíó ìîíåòó,
è ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñîäåðæèìîå (âîçìîæíî ïóñòîå) êîðîáêè Bk+1 ñ ñîäåðæèìûì
(âîçìîæíî ïóñòûì) êîðîáêè Bk+2.

Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ îïåðàöèé, ïðèâîäÿùàÿ ê ñèòóàöèè, â êîòî-
ðîé êîðîáêè B1, B2, B3, B4, B5 ïóñòû, à â êîðîáêå B6 íàõîäèòñÿ ðîâíî 20102010

2010 ìîíåò?
(Ïî îïðåäåëåíèþ ab

c
= a(b

c).)

Çàäà÷à 6. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, a3, . . . , ñîñòîÿùàÿ èç ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî s ïðè âñåõ
n > s âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

an = max{ak + an−k | 1 ≤ k ≤ n− 1}.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ` è N òàêèå, ÷òî ` ≤ s, è an = a`+an−`

ïðè âñåõ n ≥ N .
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